Задание 1. Решить транспортную задачу по критерию стоимости:
	Поставщики
	Потребители
	Запас
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Решение.

Обозначим через xij ед. количество продукции, перевезенной от Аi потребителю Bj, f – суммарные затраты на перевозку. Так как 
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,
то данная задача – с открытой моделью. Экономико-математическую модель запишем в виде:
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 - ограничения по запасам поставщиков:
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 - ограничения по потребностям потребителей:
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 - условие неотрицательности переменных:
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Введем дополнительно в рассмотрение фиктивного поставщика 
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, для которого 
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1) Начальный опорный план строим по правилу "минимального элемента". 
Первая ячейка – (6; 1) с минимальной стоимостью, равной 0.
	A         B
	35
	65
	38
	45
	76

	
	
	
	
	
	

	14
	
	12
	
	32
	
	15
	
	24
	
	22

	
	12
	
	
	
	2
	
	
	
	
	

	87
	
	19
	
	23
	
	12
	
	29
	
	13

	
	
	
	
	
	36
	
	
	
	51
	

	35
	
	14
	
	16
	
	26
	
	28
	
	23

	
	
	
	35
	
	
	
	
	
	
	

	56
	
	21
	
	26
	
	24
	
	22
	
	22

	
	
	
	
	
	
	
	31
	
	25
	

	44
	
	17
	
	12
	
	22
	
	13
	
	23

	
	
	
	30
	
	
	
	14
	
	
	

	23
	
	0
	
	0
	
	0
	
	0
	
	0

	
	23
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Соответствующие затраты: 
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 (ден. ед.).
2) По правилу «северо-западного угла». Начальная ячейка – (1; 1):
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Соответствующие затраты: 
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 (ден. ед.).
3) Метод Фогеля.
 - в каждой строке, найдем разность между двумя ячейками (доступными для выбора) с наименьшими тарифами.
	A         B
	35
	65
	38
	45
	76
	

	
	
	
	
	
	
	

	14
	
	12
	
	32
	
	15
	
	24
	
	22
	3

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	87
	
	19
	
	23
	
	12
	
	29
	
	13
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	35
	
	14
	
	16
	
	26
	
	28
	
	23
	2

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	56
	
	21
	
	26
	
	24
	
	22
	
	22
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	44
	
	17
	
	12
	
	22
	
	13
	
	23
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	23
	
	0
	
	0
	
	0
	
	0
	
	0
	0

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


 - в каждом столбце, найдем разность между двумя ячейками (доступными для выбора) с наименьшими тарифами.
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Из полученных разностей выберем наибольшую: столбец В5. В этом столбце выберем ячейку с наименьшим тарифом: (6; 5). Разместим в этой ячейке значение min{76; 23}=23. Следовательно, вычеркиваем строку 6, т.к. мощности соответствующего поставщика полностью исчерпаны. Продолжаем находить минимальные разности по столбцам и по строкам и заполнять соответственно ячейки. 
Получаем план:
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Соответствующие затраты: 
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Итак, план с наименьшими затратами получили методом «минимального элемента». Решаем теперь задачу методом потенциалов. 
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Вычисляем потенциалы 
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 и 
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v

 по заполненным клеткам из условий:

u1=0,   ui+vj=cij.
Для исследования плана на оптимальность находим оценки свободных клеток по формуле:

sij=cij-(ui+vj).
Оценки:
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Так как есть отрицательные оценки, полученный план не является оптимальным. Заполняем клетку (6,5) с наименьшей оценкой, составив для нее контур:

min{23, 2; 51} = 2.

Получаем:
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Так как есть отрицательные оценки, полученный план не является оптимальным. Заполняем клетку (3,1) с наименьшей оценкой, составив для нее контур: 

min{21, 35, 14; 25} = 14.
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Так как есть отрицательные оценки, полученный план не является оптимальным. Заполняем клетку (4,1) с наименьшей оценкой, составив для нее контур: 

min{7, 11} = 7.
Получаем:
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Так как все 
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, получили оптимальный план:
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Соответствующие затраты: 
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Неудовлетворенным останется спрос потребителей:

· пятого – 23 ед.

Задание 2. Найти гамильтонов контур минимальной длины методом ветвей и границ
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Решение.

Метод динамического программирования

Пусть i – произвольный город (i ( N), а V – любое подмножество городов, не содержащее города 1 и города i. Через М(i,V) обозначим совокупность путей, каждый из которых начинается в городе i, завершается в городе 1 и проходит в качестве промежуточных только через города множества V, заходя в каждый из них ровно по одному разу. Через В(i,V) обозначим длину кратчайшего пути множества М(i,V). Для решаемой задачи В(i,V) – функция Беллмана. Как очевидно, В(1, {2, 3, …, n}) – искомая минимальная длина простого (без самопересечений) замкнутого пути, проходящего через все города.

Если V – одноэлементное множество, V ={j}, где j ≠ 1 и j ≠ i, то совокупность М (i,V) состоит из единственного пути µ = (i, j, 1). Поэтому:
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Предположим, что значения функции В(i,V) для всех i (N\{1} и всех возможных 
k-элементных (k < n–1) множеств V уже вычислены. Тогда значение В(i,V'), где V' – произвольное (k + 1)-элементное подмножество совокупности N\{1,i}, вычисляется по формуле:
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(2)

Уравнения (1)–(2) – рекуррентные соотношения динамического программирования для решения задачи коммивояжера, они обеспечивают реализацию обратного метода Беллмана. Вычислительная сложность задачи равна 
[image: image29.wmf]2
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,где С – произвольная константа (С > 0), n – число городов.

Сначала, пользуясь формулой (1), определяем значения В(i,{j}) и запишем это в виде таблицы:
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Для одноэлементных множеств:
B(i,{j})
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Пример вычислений:
B(2,{3}) = Sij + Sj1 = 7 + 11 = 18
Для двухэлементых множеств:
B(2,{3,4}) = min(S23 + B(3,{4}); S24 + B(4,{3})) = min(7 + 28; 12 + 1011) = 35
B(2,{3,5}) = min(S23 + B(3,{5}); S25 + B(5,{3})) = min(7 + 32; 4 + 23) = 27
B(2,{3,6}) = min(S23 + B(3,{6}); S26 + B(6,{3})) = min(7 + 31; 22 + 28) = 38
B(2,{4,5}) = min(S24 + B(4,{5}); S25 + B(5,{4})) = min(12 + 44; 4 + 30) = 34
B(2,{4,6}) = min(S24 + B(4,{6}); S26 + B(6,{4})) = min(12 + 24; 22 + 17) = 36
B(2,{5,6}) = min(S25 + B(5,{6}); S26 + B(6,{5})) = min(4 + 36; 22 + 39) = 40
B(3,{2,4}) = min(S32 + B(2,{4}); S34 + B(4,{2})) = min(17 + 24; 16 + 34) = 41
B(3,{2,5}) = min(S32 + B(2,{5}); S35 + B(5,{2})) = min(17 + 25; 11 + 1023) = 42
B(3,{2,6}) = min(S32 + B(2,{6}); S36 + B(6,{2})) = min(17 + 35; 18 + 38) = 52
B(3,{4,5}) = min(S34 + B(4,{5}); S35 + B(5,{4})) = min(16 + 44; 11 + 30) = 41
B(3,{4,6}) = min(S34 + B(4,{6}); S36 + B(6,{4})) = min(16 + 24; 18 + 17) = 35
B(3,{5,6}) = min(S35 + B(5,{6}); S36 + B(6,{5})) = min(11 + 36; 18 + 39) = 47
B(4,{2,3}) = min(S42 + B(2,{3}); S43 + B(3,{2})) = min(11 + 18; 1000 + 40) = 29
B(4,{2,5}) = min(S42 + B(2,{5}); S45 + B(5,{2})) = min(11 + 25; 23 + 1023) = 36
B(4,{2,6}) = min(S42 + B(2,{6}); S46 + B(6,{2})) = min(11 + 35; 11 + 38) = 46
B(4,{3,5}) = min(S43 + B(3,{5}); S45 + B(5,{3})) = min(1000 + 32; 23 + 23) = 46
B(4,{3,6}) = min(S43 + B(3,{6}); S46 + B(6,{3})) = min(1000 + 31; 11 + 28) = 39
B(4,{5,6}) = min(S45 + B(5,{6}); S46 + B(6,{5})) = min(23 + 36; 11 + 39) = 50
B(5,{2,3}) = min(S52 + B(2,{3}); S53 + B(3,{2})) = min(1000 + 18; 12 + 40) = 52
B(5,{2,4}) = min(S52 + B(2,{4}); S54 + B(4,{2})) = min(1000 + 24; 18 + 34) = 52
B(5,{2,6}) = min(S52 + B(2,{6}); S56 + B(6,{2})) = min(1000 + 35; 23 + 38) = 61
B(5,{3,4}) = min(S53 + B(3,{4}); S54 + B(4,{3})) = min(12 + 28; 18 + 1011) = 40
B(5,{3,6}) = min(S53 + B(3,{6}); S56 + B(6,{3})) = min(12 + 31; 23 + 28) = 43
B(5,{4,6}) = min(S54 + B(4,{6}); S56 + B(6,{4})) = min(18 + 24; 23 + 17) = 40
B(6,{2,3}) = min(S62 + B(2,{3}); S63 + B(3,{2})) = min(15 + 18; 17 + 40) = 33
B(6,{2,4}) = min(S62 + B(2,{4}); S64 + B(4,{2})) = min(15 + 24; 5 + 34) = 39
B(6,{2,5}) = min(S62 + B(2,{5}); S65 + B(5,{2})) = min(15 + 25; 18 + 1023) = 40
B(6,{3,4}) = min(S63 + B(3,{4}); S64 + B(4,{3})) = min(17 + 28; 5 + 1011) = 45
B(6,{3,5}) = min(S63 + B(3,{5}); S65 + B(5,{3})) = min(17 + 32; 18 + 23) = 41
B(6,{4,5}) = min(S64 + B(4,{5}); S65 + B(5,{4})) = min(5 + 44; 18 + 30) = 48
Для трехэлементых множеств:
B(2,{3,4,5}) = min(S23 + B(3,{4,5}); S24 + B(4,{3,5}); S25 + B(5,{3,4})) = min(7 + 41; 12 + 46; 4 + 40) = 44
B(2,{3,4,6}) = min(S23 + B(3,{4,6}); S24 + B(4,{3,6}); S26 + B(6,{3,4})) = min(7 + 35; 12 + 39; 22 + 45) = 42
B(2,{3,5,6}) = min(S23 + B(3,{5,6}); S25 + B(5,{3,6}); S26 + B(6,{3,5})) = min(7 + 47; 4 + 43; 22 + 41) = 47
B(2,{4,5,6}) = min(S24 + B(4,{5,6}); S25 + B(5,{4,6}); S26 + B(6,{4,5})) = min(12 + 50; 4 + 40; 22 + 48) = 44
B(3,{2,4,5}) = min(S32 + B(2,{4,5}); S34 + B(4,{2,5}); S35 + B(5,{2,4})) = min(17 + 34; 16 + 36; 11 + 52) = 51
B(3,{2,4,6}) = min(S32 + B(2,{4,6}); S34 + B(4,{2,6}); S36 + B(6,{2,4})) = min(17 + 36; 16 + 46; 18 + 39) = 53
B(3,{2,5,6}) = min(S32 + B(2,{5,6}); S35 + B(5,{2,6}); S36 + B(6,{2,5})) = min(17 + 40; 11 + 61; 18 + 40) = 57
B(3,{4,5,6}) = min(S34 + B(4,{5,6}); S35 + B(5,{4,6}); S36 + B(6,{4,5})) = min(16 + 50; 11 + 40; 18 + 48) = 51
B(4,{2,3,5}) = min(S42 + B(2,{3,5}); S43 + B(3,{2,5}); S45 + B(5,{2,3})) = min(11 + 27; 1000 + 42; 23 + 52) = 38
B(4,{2,3,6}) = min(S42 + B(2,{3,6}); S43 + B(3,{2,6}); S46 + B(6,{2,3})) = min(11 + 38; 1000 + 52; 11 + 33) = 44
B(4,{2,5,6}) = min(S42 + B(2,{5,6}); S45 + B(5,{2,6}); S46 + B(6,{2,5})) = min(11 + 40; 23 + 61; 11 + 40) = 51
B(4,{3,5,6}) = min(S43 + B(3,{5,6}); S45 + B(5,{3,6}); S46 + B(6,{3,5})) = min(1000 + 47; 23 + 43; 11 + 41) = 52
B(5,{2,3,4}) = min(S52 + B(2,{3,4}); S53 + B(3,{2,4}); S54 + B(4,{2,3})) = min(1000 + 35; 12 + 41; 18 + 29) = 47
B(5,{2,3,6}) = min(S52 + B(2,{3,6}); S53 + B(3,{2,6}); S56 + B(6,{2,3})) = min(1000 + 38; 12 + 52; 23 + 33) = 56
B(5,{2,4,6}) = min(S52 + B(2,{4,6}); S54 + B(4,{2,6}); S56 + B(6,{2,4})) = min(1000 + 36; 18 + 46; 23 + 39) = 62
B(5,{3,4,6}) = min(S53 + B(3,{4,6}); S54 + B(4,{3,6}); S56 + B(6,{3,4})) = min(12 + 35; 18 + 39; 23 + 45) = 47
B(6,{2,3,4}) = min(S62 + B(2,{3,4}); S63 + B(3,{2,4}); S64 + B(4,{2,3})) = min(15 + 35; 17 + 41; 5 + 29) = 34
B(6,{2,3,5}) = min(S62 + B(2,{3,5}); S63 + B(3,{2,5}); S65 + B(5,{2,3})) = min(15 + 27; 17 + 42; 18 + 52) = 42
B(6,{2,4,5}) = min(S62 + B(2,{4,5}); S64 + B(4,{2,5}); S65 + B(5,{2,4})) = min(15 + 34; 5 + 36; 18 + 52) = 41
B(6,{3,4,5}) = min(S63 + B(3,{4,5}); S64 + B(4,{3,5}); S65 + B(5,{3,4})) = min(17 + 41; 5 + 46; 18 + 40) = 51
Для четырехэлементных множеств:
B(2,{3,4,5,6}) = min(S23 + B(3,{4,5,6}); S24 + B(4,{3,5,6}); S25 + B(5,{3,4,6}); S26 + B(6,{3,4,5})) = min(7 + 51; 12 + 52; 4 + 47; 22 + 51) = 51
B(3,{2,4,5,6}) = min(S32 + B(2,{4,5,6}); S34 + B(4,{2,5,6}); S35 + B(5,{2,4,6}); S36 + B(6,{2,4,5})) = min(17 + 44; 16 + 51; 11 + 62; 18 + 41) = 59
B(4,{2,3,5,6}) = min(S42 + B(2,{3,5,6}); S43 + B(3,{2,5,6}); S45 + B(5,{2,3,6}); S46 + B(6,{2,3,5})) = min(11 + 47; 1000 + 57; 23 + 56; 11 + 42) = 53
B(5,{2,3,4,6}) = min(S52 + B(2,{3,4,6}); S53 + B(3,{2,4,6}); S54 + B(4,{2,3,6}); S56 + B(6,{2,3,4})) = min(1000 + 42; 12 + 53; 18 + 44; 23 + 34) = 57
B(6,{2,3,4,5}) = min(S62 + B(2,{3,4,5}); S63 + B(3,{2,4,5}); S64 + B(4,{2,3,5}); S65 + B(5,{2,3,4})) = min(15 + 44; 17 + 51; 5 + 38; 18 + 47) = 43
Для пятиэлементного множества:
B1 = S12 + B(2,{3,4,5,6}) = 8 + 51 = 59
B2 = S13 + B(3,{2,4,5,6}) = 7 + 59 = 66
B3 = S14 + B(4,{2,3,5,6}) = 8 + 53 = 61
B4 = S15 + B(5,{2,3,4,6}) = 11 + 57 = 68
B5 = S16 + B(6,{2,3,4,5}) = 9 + 43 = 52
B(1,{2,3,4,5,6}) = min(Bi) = min(59, 66, 61, 68, 52) = 52
Итак, оптимальное значение критерия в рассматриваемом примере равно 52. 

Минимумы достигались в следующем порядке: B(6,{2,3,4,5}), B(4,{2,3,5}), B(2,{3,5}), , B(5,{3}).
Оптимальный маршрут выписываем по первому аргументу:

1 ® 6 ® 4 ® 2 ® 5 ® 3 ® 1.
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